
2 解析函数

2.1 导数

可导和可微 设 w = f(z) 是区域 G 内的单值函数, 若极限

lim
∆z→0

∆w

∆z
= lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z
(1)

存在, 则称 f(z) 在 z 点可可可导导导 (可可可微微微). 极限值称为 f(z) 的导导导数数数(微微微商商商), 记为

f ′(z) = lim
∆z→0

∆w

∆z
(2)

相对实变函数, 可导即 f ′(z) 存在是一个更强的限制, 这是因为

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) =⇒ ∆w = ∆u+ i∆v

z = x+ iy =⇒ ∆z = ∆x+ i∆y

所以

f ′(z) = lim
∆x→0
∆y→0

∆u+ i∆v

∆x+ i∆y
(3)

函数在 z 点可导, 就意味着 ∆z = ∆x + i∆y 以任意方式趋向于零, 上式右边的极限都趋于同样的有限值, 即
该点导数值 f ′(z).
在 z 平面上有无限条线路使∆z → 0, 我们选取如下两条路线:

x

y

O

z

∆x→ 0
∆y = 0

∆x = 0
∆y → 0

1. ∆x→ 0 但 ∆y = 0

f ′(z) = lim
∆x→0
∆y=0

∆u+ i∆v

∆x
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
(4)

2. ∆y → 0 但 ∆x = 0

f ′(z) = lim
∆x=0
∆y→0

∆u+ i∆v

i∆y
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
(5)

Theorem 2.1 (Cauchy-Riemann 方程1) 若 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在 z 点可导

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(6)

Note C-R 方程是函数可导的必要条件, 但不是充分条件. 它只是保证了 ∆z 以平行于实轴和虚轴这两种特
殊方式趋于 0 时, ∆w

∆z 逼近于同一个值.

1简记为 C-R 方程
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Example 2.1 设 f(z) 在 x- 和 y- 轴上等于 1, 在其它位置等于 0. 在 z = 0 点

1. f(z) 满足 C-R 方程.

2. f ′(0) 不存在.

Solution 1. u(x, 0) = 1, u(0, y) = 1, v(x, y) = 0. 所以

∂u

∂x
(0, 0) = 0

∂u

∂y
(0, 0) = 0

∂v

∂x
(0, 0) = 0

∂v

∂y
(0, 0) = 0

满足 C-R 方程.

2. f(z) 在 z = 0 点显然不连续.

Theorem 2.2 若函数 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在 z 点满足C-R方程, 且函数的四个偏导数
∂u

∂x
,
∂u

∂y
和

∂v

∂x
,

∂v

∂y
在 z 点连续. 则函数在 z 点可导.

Proof 由数学分析可知, 偏导数连续则多元函数可微

du =
∂u

∂x
dx+

∂u

∂y
dy (7)

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy (8)

于是∆z → 0 时

∆w = ∆u+ i∆v

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
∆x+

(
∂u

∂y
+ i

∂v

∂y

)
∆y

由 C-R 方程

∆w =

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
∆x+

(
−∂v
∂x

+ i
∂u

∂x

)
∆y

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
(∆x+ i∆y)

=

(
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

)
∆z

于是

f ′(z) = lim
∆z→0

∆w

∆z
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
(9)

求导运算
和实数情形一样,

1. 如果函数 f(z) 在 z 点可导, 则在 z 点必连续

lim
∆z→0

∆f = lim
∆z→0

∆f

∆z
·∆z = f ′(z) · 0 = 0

2. 高等数学中实变函数的各种求导公式都适用于复变函数, 如四则运算规则、复合函数规则及各种初等
函数的导数. 如

(zn)′ = nzn−1, (sin z)′ = cos z, · · ·
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2.2 解析函数

解析函数 若 f(z) 在区域 G 内每一点都可导, 并且 f ′(z) 连续, 则称 f(z) 为 G 内的解解解析析析函函函数数数.

Note 下章将证明: 任何函数 f(z) 在区域内可导, 则 f ′(z) 一定连续.

Example 2.2 zn 是全平面上的解析函数.

Theorem 2.3 函数为区域 G 内的解析函数的充分必要条件是函数在区域 G 内满足 C-R 条件且四个偏导
数连续.

函数解析性的限制
解析性是很严格的要求

1. 解析函数的实部和虚部不是独立的. 知道了其中之一, 根据 C-R 方程, 就可以唯一地确定另一个, 最多
相差一个任意常数.

2. 不是任意的二元函数都可以作为解析函数的实部或虚部, 它们必须是调和函数. 即 u 和 v 满足二维
Laplace 方程

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0

(10)

Example 2.3 已知实部 u(x, y), 求虚部 v(x, y).

Solution 已知实部 u(x, y), 则虚部 v(x, y) 满足

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy (11)

由 C-R 方程

dv = −∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy (12)

积分

v(x, y) =

∫ (x,y)

参考点(x0,y0)

(
−∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy

)
+常数 v(x0, y0) (13)

任取积分路径:

x

y

O

(x0, y0)

(x, y)

Example 2.4 设 u(x, y) = x2 − y2, 求 v(x, y) 和 f(z) = u(x, y) + iv(x, y).
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Solution 由上例2

dv = −∂u
∂y

dx+
∂u

∂x
dy = 2(ydx+ xdy)

v(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)=(0,0)

2(ydx+ xdy) + C

=

∫ (x,0)

(0,0)

2(ydx+ xdy) +

∫ (x,y)

(x,0)

2(ydx+ xdy) + C

= 0 + 2

∫ y

0

xdy + C = 2xy + C

相应解析函数
f(z) = (x2 − y2) + i(2xy + C)

最后应表为 z 的函数
f(z) = (x+ iy)2 + iC = z2 + iC

Proof 以后我们会学到, 解析函数的实部和虚部 u(x, y) 和 v(x, y) 的二阶偏导数一定存在并且连续. 于是可
以对 C-R 方程求导

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

∂v

∂y

∂

∂y

∂u

∂x
=
∂2v

∂y2

∂

∂x

∂u

∂y
= −∂

2v

∂x2

∂2u

∂y2
= − ∂

∂y

∂v

∂x

交换微商次序, 得 u 和 v 满足二维Laplace方程 即为调和函数.

Example 2.5 例如: 上例中的 u(x, y) = x2 − y2 即为满足 Laplace 方程的调和函数, 所以可以作为解析函
数的实部或虚部. 相反, x2 + y2 就不能作为解析函数的实部或虚部.

可见函数的解析性, 是一个很高的要求. 正因为要求高, 解析函数具有一系列的重要性质. 实际上解析函数
是复变函数部分的中心课题.

点解析性
函数的解析性, 总是和一定的区域联系在一起. 但有时我们也说函数在某点解析。

解析点和奇点 如果函数在某点的某一个邻域内解析, 则称函数在该点解析, 该点则称为函数的解解解析析析点点点. 如
果函数在某点不解析, 则称该点为函数的奇奇奇点点点.

Example 2.6 (奇点) 奇点有很多情况. 函数在某一点不解析, 可以是:

• 函数在某点 z0 无定义. 例如: w = 1/z

• 函数在 z0 虽有定义但不可导. 例如: w =
√
z

• 函数在 z0 虽可导, 仍可不解析. 例如: w = z3/2

因为还可以在其任意邻域内都有点无定义、不可导, ...

2或可直接看出全微分为
dv = 2d(xy)

也得
v = 2xy + C
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2.3 初等函数

本节介绍一些基本的解析函数, 它们都是实函数在复数域中的推广

1. 幂函数 zn (整数幂次)

2. 指数函数 ez

3. 三角函数 sin z, cos z

4. 双曲函数

幂函数 zn (整数幂次)
n = 0, 1, 2, . . . zn 在全平面解析
n = −1,−2,−3, . . . 除 z = 0 奇点外处处解析
幂函数为无界函数, 其导数为

(zn)′ = nzn−1 (14)

由幂函数可以定义 (n 次) 多项式(函数)

Pn(z) = anz
n + an−1z

z−1 + · · ·+ a1z + a0

和有理函数

R(z) =
Pn(z)

Qm(z)

其中 Pn(z) 和 Qm(z) 分别是 n 次多项式和m 次多项式.

指数函数 ez

ez ≡
∞∑
n=0

zn

n!
(15)

于是
ez = ex+iy = exeiy

由 Euler 公式, 得3

ez = ex(cos y + i sin y) (16)

显然 ez 是无界函数.

Theorem 2.4 ez 在全平面解析, 其导数为
(ez)′ = ez (17)

Proof 由

u(x, y) = ex cos y

v(x, y) = ex sin y

求 u(x, y) 和 v(x, y) 的偏微商, 分别得

∂u

∂x
= ex cos y,

∂u

∂y
= −ex sin y;

∂v

∂x
= ex sin y,

∂v

∂y
= ex cos y.

3可作为指数函数的定义.
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满足 Cauchy-Riemann 方程, 且各偏微商连续, 所以 ez 在全平面可导和解析. 其导数计算如下

df

dz
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
= ex(cos y + i sin y) = ez

三角函数 sin z, cos z

sin z ≡
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
(18)

cos z ≡
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
(19)

可得 Euler 公式

eiz = cos z + i sin z (20)

及

e−iz = cos z − i sin z (21)

于是4

sin z =
eiz − e−iz

2i
(22)

cos z =
eiz + e−iz

2
(23)

显然, sin z, cos z 在全平面解析. 但和实三角函数不同, sin z, cos z 为无界函数, 其模可以大于 1, 例如

i sin i =
e−1 − e1

2
≈ −1.175

cos i =
e−1 + e1

2
≈ 1.543

但仍有
sin2 z + cos2 z = 1 (24)

Note 事实上, 所有的全平面解析的复变函数, 或者是一个常数, 否则一定是无界函数 (见后章).

导数为

(sin z)′ = cos z (25)

(cos z)′ = − sin z (26)

其它的三角函数还有

tan z =
sin z

cos z
, cot z =

cos z

sin z
, ...

4可作为三角函数的定义
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双曲函数

双曲正弦 sinh z =
ez − e−z

2
(27)

双曲余弦 cosh z =
ez + e−z

2
(28)

导数为

(sinh z)′ = cosh z (29)

(cosh z)′ = sinh z (30)

双曲函数和三角函数可以互化

sinh z = −i sin iz (31)

cosh z = cos iz (32)

同样

sin z = −i sinh iz (33)

cos z = cosh iz (34)

2.4 多值函数

解析函数必须是单值函数, 即给定一个自变量的值, 只有一个函数值与之对应. 但实际工作中往往会遇到多值
函数. 例如上述初等函数的反函数都是多值函数.
对于多值函数, 可以限制函数值的取值范围, 对每一个自变量的值指定某一个函数值与之对应, 将之化为

单值函数, 然后讨论其解析性质.

1. 对数函数 ln z

2. 根式函数 n
√
z

3. 幂函数zα

对数函数 ln z
w = ln z 即 z = ew. 由

z = reiθ = |z|ei arg z

得

w = ln z = ln |z|+ i arg z (35)

可见, 函数的多值性来源于自变量幅角的多值性.
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多值函数单值化
为了将多值函数化为单值函数, 可规定自变量的幅角变化范围, 从而限制函数值的取值范围. 例如规定

0 ≤ arg z < 2π

这时对于正实轴上的点 x0 > 0

lim
z→x0

ln z =


lim
r=x0
θ→0

(ln r + iθ) = lnx0

lim
r=x0
θ→2π

(ln r + iθ) = lnx0 + 2πi

所以函数在正实轴上 (包括原点) 不连续、不解析.

Theorem 2.5 函数
w = ln z = ln |z|+ i arg z 0 ≤ arg z < 2π

的解析区域为
全平面C \正实轴 [0,+∞) = C \ {z| arg z = 0}

在解析区域, 导数为

(ln z)′ =
1

z
(36)

Proof 在极坐标表示下
u(r, θ) = ln r, v(r, θ) = θ

则

∂u

∂r
=

1

r
=

1

r

∂v

∂θ
∂v

∂r
= 0 = −1

r

∂u

∂θ

满足极坐标下的 C-R 方程, 且偏微商连续, 所以在区域 C \ {z| arg z = 0} 内函数可导和解析. 其导数为

f ′(z) =
r

z

(
∂u

∂r
+ i

∂v

∂r

)
=
r

z

1

r
=

1

z

割线
不连续点的集合为射线 [0,+∞) 称为割线. 当 z 由上方趋于割线时 arg z → 0, 当 z 由下方趋于割线时

arg z → 2π. arg z = 0 称为割线上岸, arg z = 2π 称为割线下岸.

x

y

O

规定自变量的变化范围, 也就是规定割线 (包括割线的位置和上下岸的自变量的取值).
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Note 必须指出, 规定自变量的变化范围 (作割线), 有很大的任意性. 如, 可规定

θ ≤ arg z < 2π + θ θ = 0,
π

2
, π,

3π

2
, . . .

由于割线上下岸的辐角相差 2π, 所以只需给出割线上岸或割线下岸的辐角取值.

枝点

• 我们看到, 绝大部分割线上的点的不解析 (不连续) 性都可以通过重新规定割线位置消除, 即它们的不
解析是因为割线规定造成.

• 但割线的端点处 (这里是原点和无穷远点) 的不解析(不连续)性无法通过重新规定割线位置消除, 称为
枝点.

• 枝点总是多值函数的奇点.

• ln z 的枝点为 0,∞.

根式函数 n
√
z

w = n
√
z = n

√
|z|
(

cos
θ

n
+ i sin

θ

n

)
(37)

同样为多值函数. 可规定
0 ≤ arg z < 2π, . . .

化为单值函数. 由
n
√
z = z

1
n = e(ln z)/n

其解析区域仍为
全平面C \ {z| arg z = 0}

函数在 {z| arg z = 0} 上非解析, 是为函数的割线.
0,∞ 为函数的枝点.
在解析区域内, 由 z = wn, 对 z 求导得

1 = nwn−1w′ = nwnw′/w = nzw′/w

所以 (
n
√
z
)′

=
1

n ( n
√
z)
n−1 =

n
√
z

nz
(38)

幂函数zα

zα ≡ eα ln z (39)

解析区域, 割线和枝点匀与 ln z 相同.
在解析区域, 其导数为

(zα)
′

= zα · α(ln z)′ =
αzα

z
(40)
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单值分枝
对于对数函数

ln z = ln |z|+ i arg z

限制
2kπ ≤ arg z < 2(k + 1)π

即化为单值函数. 显然, k = 0,±1,±2, ... 取不同的值, 会得到不同的单值函数.

x

y

O x

y

O

2πi

−2πi

我们把每个不同的的单值函数, 称为多值函数的一个单值分枝. 每个单值分枝都是单值函数, 而整个多值
函数就是它的各个单值分枝的总和.

Riemann 面
割线有一定的人为性. 在割线上, 单值化后的函数值不连续. 这是上述单值化方法的一个缺点.

Question
是否可以定义对数函数, 而无需人为地引入割线和单值分枝?

1851年, George Riemann 在他的博士论文中引入了 Riemann 面. 在 Riemann 面上定义多值函数无需引
入割线, 也就不需要规定单值分枝.

Riemann 面的构造
我们可以给复数面贴上不同的标签 ( k = 0,±1,±2, ...). 或更直观地, 涂上不同的颜色以区别辐角的不同

取值范围
2kπ ≤ arg z < 2(k + 1)π

这样就得到了 k = 0,±1,±2, ... 许多个的复平面. 对数函数将每个复平面映射到不同的单值分枝.
然后我们再将这些复平面按函数的连续性粘接在一起, 就得到了对数函数的Riemann 面. 每个复平面称

为 Riemann 面的一叶或叶面. 对数函数则为 Riemann 面上的单值函数.

对数函数的 Riemann 面如同围绕原点的旋转楼梯.
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根式函数 w =
√
z 有两个单值分枝, 分别是 w 的上半平面和下半平面:

x

y

O x

y

O

0 ≤ arg z < 2π给出单值分枝I: 0 ≤ argw < π

2π ≤ arg z < 4π给出单值分枝II: π ≤ argw < 2π

这时, 在几何图形上应将两个割开的 z 平面粘接起来, 第一个面的割线下岸 (arg z = 2π) 和第二个面的割线
上岸 (arg z = 2π) 相连, 同时, 第一个面的割线上岸 (arg z = 0) 和第二个面的割线下岸 (arg z = 4π) 相连. 这
就构成了二叶 Riemann 面.

z = a

根式函数的 Riemann 面是在高维空间中拼接的. 上图为其在三维空间中的投影. 两叶 Riemann 叶面看上
去相交, 其实不然.
对于更复杂的多值函数, 例如 w = 3

√
z − a 或 3

√
(z − a)(z − b) 等, 也可以类似地讨论. 将各单值分枝对应

于不同的复平面 z (即为 Riemann 面的各个叶面, 上有一些割线), 并将各叶面上的割线按函数连续性粘接起
来, 就是相应的 Riemann 面.

原则上, 对于任意的多值函数, 都可以构造一个 Riemann 面作为自变量 z 平面的扩展.

Riemann 面的一叶
可以想像, 复杂多值函数的 Riemann 面会变得非常复杂. 在实际运用时,我们仍像以前的作法, 在复平面上

通过割线来表示多值函数的单值化. 不过现在的带割线的复平面只是 Riemann 面的一叶!

• 当 z 在复平面上连续变化时, 函数值连续变化.

• 而当 z 通过割线时, 则进入相邻的 Riemann 面, 多值函数在另一个单值分枝取值, 仍然连续地改变.
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找枝点与作割线
确定多值函数的单值分枝, 限制自变量辐角的取值, 首先应找到多值函数的枝点并做割线.

找枝点
若 z 点绕枝点一周回到原处, 函数值并不还原 (进入 Riemann 面的另一叶), 由此可确定多值函数的枝点.

再将枝点用割线连接, 这样就确定多值函数的单值分枝.

另一种确定单值分枝的函数值的方法
通过规定割线上下岸的辐角值, 即可确定多值函数的单值分枝.

另一种确定单值分枝上的函数值的方法是:

规定函数 w 在某一点 z0 的值, 并通过 z 的连续变化路线来确定函数在其它各点的值—当 z 沿曲线连续变
化时, w 也随之连续变化.

Example 2.7 多值函数 w =
√
z2 − 1.

1. 确定函数的枝点并作割线.

2. 规定当 w(0) = i, 求 w(i) 之值.

Solution 首先求出所以的函数值. 设 z − 1 = r1eiθ1 , z + 1 = r2eiθ2 , 则

w =
√
r1r2ei

θ1+θ2
2

枝点为 1 和 −1, 而∞ 不是枝点.
割线的划分有任意性. 接下来, 我们按如图所示的两种不同方法作割线连接两枝点.

√
z2 − 1 单值化

x

y

O
1−1

i

x

y

O 1−1

i

下一步, 求 z = 0 处的辐角值. 要求

θ1 + θ2

2
=
π

2
+ 2kπ

θ1 = π + 2k1π θ2 = 0 + 2k2π

所以取 θ1 = π, θ2 = 0 来计算. 当 z 沿不同路径到达 i 点时, 在 z = i 处, r1 = r2 =
√

2

1. θ1 = 3π
4 , θ2 = π

4

w(i) =
√

2i

2. θ1 = 2π + 3π
4 , θ2 = π

4

w(i) = −
√

2i
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